1% Maths Spécialité DS n°4 Samedi 5 Avril 2025 Durée 1h30
Calculatrice autorisée en mode examen Total sur 20 points

Exercice 1 [3 points]

Résoudre dans R les équations et I'inéquation suivantes :

1. e ¥t2 x 31 < 1 2. ¥l 4 5 = ¢? 3. e¥ T =1

Exercice 2 [5 points]

La concentration d’un médicament dans le sang en mg. L™! au cours du temps t
exprimé en heure est modélisée par la fonction f définie sur [0; 4+oo [ par:

f(&) = te™*

On admet que f est dérivable sur [0; +oo .

concentration A
en mg. L}

14

P
temps en h

+

O 1

1. Calculer la valeur exacte de f(4) puis I'arrondi a 0,01 : interpréter dans le
contexte de |'exercice.

Montrer que pour tout t € [0; +oo [, f'(t) = (1 — 0,5t)e~%5¢,
Etudier le signe de f'(t) sur [0; +oo[.

Donner le tableau de variations de la fonction f sur [0; +oo[.

i sk WN

Quelle est la concentration maximale du médicament dans le sang ?
On donnera la valeur exacte, puis I'arrondi a 1072.
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Exercice 3 [6 points]
La suite (u,)est définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n :

u, +4
u = —

1. BONUS Cette question n’est pas nécessaires a la compréhension du reste de I’exercice.

Le programme Python suivant demande a l'utilisateur d’entrer un entier naturel n
puis affiche la valeur de u,, :

01 U=0

02 n=int(input("n="))

03 for k 1in range(0,

04 U= ..

05 print(U)

Ecrire sur la copie les ligne 03 et 04 en les complétant exactement comme elle
doivent étre tapées en Python.

2. Pourtoutn € N, on pose :

a. Calculer v,.
b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser se raison.
c. Exprimer v, en fonction de n.

3. Démontrer que, pour tout entier natureln, on a:

3n — (_1)n
* 3y (1)

U, = 2

Exercice 4 [3 points]

On considere la suite (u,,) telle que, pour tout n entier naturel : u,, = n cos(nmn).

1.

2.

Calculer les cing premiers termes de la suite (u,).

Calculer la somme des vingt-cing premiers termes de la suite (u,,), c’est-a-dire la
somme :Ug + -+ Uyy.

Exercice 5 [3 points]

. . ) cos(n)

On consideére la suite (v,,) telle que, pour tout n entier naturel : v, = 1

1. Amine affirme : « tous les termes de la suite (v,,) sont positifs ». A-t-il raison ?
: : : 1 1

2. Béatrice affirme « pour tout n entier naturel non nul,ona: — " <v, < - ».

A-t-elle raison ?

Chen affirme « il existe un entier naturel n tel que : v,, = 0 ». A-t-il raison ?
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Corrigé thiaude

Exercice 1

1
1l. e ¥ xe3x l o1 @243l c o0 o 2%l c 0 2y 1< 2x< -1 x< -3

1
§=1-0; 31

2. e¥l 45 =e?2 o ¥l =2 —e5.0r,2 < 5donc: e? < e®, parconséquent : e2 — e> < 0 ; or, pour

touta € R,e® > 0, donc I'équation : e**1 = e2 — e> n’a pas de solution réelle.
S=0

3. M el 2x=—-1ox?-2x+1=0(x—1)2=0
ox—1=0ex=1

s ={1}

Exercice 2

Concentration d’'un médicament dans le sang en mg. L™1, temps t exprimé en heure
Vvt € [0;+oo[, f(t) = te™%5, on admet que f est dérivable sur [0; +oo [

1. Calculer la valeur exacte de f(4) puis I'arrondi a 0, 01 : interpréter dans le contexte de I’exercice.
f(4) = 4e 95 = 4e7%2 =~ 0,54 arrondi a 0,01
4h apres l'injection du médicament sa concentration est ~ 0,54 mg. L.

2. Montrer que pour toutt € [0; +oo [, f'(t) = (1 — 0,5t)e %5,
f(&) = te™ %%
Rappel : (uxv) =u' xv+v' xu et (e¥th) = qedt+P
/() =1xe %" +(=0,5)e > x t
f'(t) = e %5 (1 - 0,5t)
vt € [0; +oof, f'(t) = (1 —0,5t)e 05

3. Etudier le signe de f'(t) sur [0; +oo[.
Pour tout a € R,e® > 0 donc pour tout t € [0; +o[,e~ %>t > 0 par conséquent le signe de f'(t) est
celuide 1 — 0,5t. Or, pour t € [0; +oo[ on a les équivalences :
1
1—0,5t>0<=>—0,5t>—1<=>0,5t<1<=>t<ﬁ<=>t<2
Conclusion :
esur[0;2[, f'(t) >0 esur]2;+oo,f'(t) <0 offt)=0t=2

4. Donner le tableau de variations de la fonction f sur [0; +oo[.
Le signe de f' donne le sens de variation de f donc on déduit de la question précédente le tableau de

variation :
t 0 2 +0o0 £(0) = 0e95® =
f'® + 0 - 5 05(2) — 91 _ 2
Sens de 2 f(2) =2e =2e = e
variation / e \
de f 0

5. Quelle est la concentration maximale du médicament dans le sang ? On donnera la valeur exacte,
puis arrondi a 1072,
N . e . . 2
D’aprés le tableau de variation de f, la concentration maximale est oF 0,74

(atteinte 2h aprés l'injection). La concentration maximale est environ 0,74 mg.L™1.



Exercice 3
u, +4

Uy =0et VHEN,un+1 =u—+1
n

1. BONUS

03 for k 1in range(O,n):

04 U=(U+4)/(U+1)
2. Pourtoutn € N, v, = Un—2
Up+2

a. Calculde v

_Up—2 0-2 -2
Tug+2 042 2
170=—1

=-1

Vo

b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser se raison.

Soitn € N,ona:

u, +4 u,+4 2u,+1)

U, +4-2wu, +1)

U, +4—2u, — 2

v _un+1—2_un+1_2_un+1_ u, +1 u, +1 B u, +1
U w2 W =2, Uyt 2yt D uy + 442+ D uy F 42y, +2
Uy + 2 u, +1 u, +1 u, +1 u, +1
—Uy, + 2
_ g1 ZUnt2 untl =—un+2=—(un—2)=_lxun—2=_lxv
3u,+6  wu,+1 " 3u,+6 3u,+6 3(u,+2) 37 u, +2 37"
u, +1
1 1 ’ 7 g . . 1
vneN, v, = ~3 X v, et — 3 est une constante donc (v,,) est géométrique de raison — 3

c. Exprimer v,, en fonction de n.
Soitn € N.

1
v, ) est géométrique donc: v, = vy X g™, orvy, = —1letq =——,donc:
n n 0 q 0 q 3

n

wetn(-Y ==

n

1
e, = (1)

Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona:
3n _ (_1)n
u, =2 X
Soitn € N.

Avec les notation de I'exercice, on a les équivalences :
U, —

2
= Svu,+2)=u, -2 vu,+2v, =u

v
"ou,+2
—2 =2y,

su,(v,-1)=-2-2v, eu, = —
n

Or,v, = — (—%)n, donc:

3

n— 29 UV, — U, = —2—2v,

un:—2—2(—S—%)n)=—2+2(n—%)n=—2+2><(—121nx§—z
R



~2+2(-1)" x 35 2( + & l)n) e S Gl D

= = 3" =2 X 3n 3"
1 1" —1)n n
_( 1)”)(——1 _<(3n) +1) _<(3n) +%)
=3+ (—-1)"
o x —375 ) _ 2)(—3”+(—1)”>< 3"
(=Dr+3" 3n (=1)n +3n
371
e Gl G V10 B (el G
3"+ (=1 3"+ (=1
Conclusion :
- (1"
vVn e N, u, = 2 X m
Exercice 4

Pour tout n entier naturel : u,, = n cos(nm).

1. Calculer les cing premiers termes de la suite (uy,).
Uy = 0cos(0m) =0 uy; =1cos(lm) =cos(m) =—1 u, =2cos2n)=2x1=2
us; =3cos(3m) =3 x (—1) = -3 u, =4cos(dn) =4x1=4

2. Calculer la somme des vingt-cinq premiers termes de la suite (u,) : ug + =+ + Uy,.
u0+u1+u2 +U,3 +u4—u5+---+u22 +u23 +u24 =0—-14+2—-34+4—-5+--4+22—-23+24
-1 -1 -1 -1

=(-1)x12+24=-12+24=12

Exercice 5
cos(n)

On considere la suite (v,,) telle que, pour tout n entier naturel : v, = )
n

1. Amine affirme : « tous Ies termes de la suite (v,,) sont positifs ». A-t-il raison ?
Ona :% <2<m,or si < x < malors cos(x) < 0 donc cos(2) < 0, puis ——= COS( )

v, < 0.
Amine se trompe.

< 0, c’est-a-dire

1 1
2. Béatrice affirme « pour tout n entier naturel non nul,ona: — —< v, <— ». A-t-elle raison ?
n n

Soitn € N*.

Pourtout x € R,—1 < cos(x) < 1 donc: —1 < cos(n) < 1 puis endivisantparn+ 1> 0:
1 cos(n) 1

— < <
n+1 " n+1 n+1
1 1 1 1 1 cos(n) 1 . 1 1
Or,pourtoutn EN*: ——< ——et—<—, donc —— < <—,ie.—— <y, <-—.
n n+l n+l1 n n  n+i1 n n n

Béatrice a raison.

3. Chen affirme « il existe un entier naturel n tel que : v,, = 0 ». A-t-il raison ?
cos(n)

+1
Or, pourn € N et k € N on a les équivalences :

i
v, =0 =O(=>cos(n)=0=>ilexistekeN,n=E+kn

T
2+kn<=> n=n+2kr © 2n= 2k + )n®2k+1 T
2n

Le nombre m étant irrationnel (ce n’est pas une fraction), il ne peut pas s’écrire )

donc
v, n'est jamais nul.

Chen se trompe.



